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1. Математическое моделирование электронных схем 
 

1.1. Математическое моделирование полосового фильтра с мостом Вина 
 

Рассмотрим моделирование активного полосового фильтра второго порядка с мостом 

Вина (рис. 1.1), в том числе теоретическое исследование с выводом аналитических формул 

для частотных и переходных характеристик фильтра, а также математическое моделирование 

фильтра в среде Maple. 

 
1.1.1. Теоретический анализ полосового фильтра и расчет его характеристик 

 
Рис. 1.1. Схема электрическая принципиальная активного полосового фильтра. 

Учитывая, что операционный усилитель охвачен отрицательной обратной связью 

OUTUU  , а также то, что согласно упрощенной модели ОУ его выходное напряжение 

)(OUT   UUKU  , и считая коэффициент усиления ОУ бесконечным K , имеем 

UUOUT  (повторитель напряжения). 

Cчитая, что входной ток схемы течет через резистор R1 и далее растекается на три 

тока: через резистор R2, через конденсатор C1 и через конденсатор C2, можем составить в 

комплексной форме уравнение для токов, выраженных через соответствующие напряжения, 

обозначив напряжение 
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 Теперь, учитывая, что параметры кОм1021  RRR , кОм2023  RR , 

нф15921  CCC , получаем комплексную передаточную характеристику: 
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 Приравнивая jwp   и выделяя в явном виде действительную и мнимую части 

комплексной передаточной функции, получаем: 
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 Выражая круговую частоту fw π2  и обозначая )π2/(1C RCf  , имеем: 
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 Выражая модуль комплексной передаточной функции, получаем амплитудно-

частотную характеристику: 
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Выражая аргумент комплексной передаточной функции, получаем фазово-частотную 

характеристику: 
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 Теперь найдем резонансную частоту *f  фильтра из условия max)( fA . Функция 

имеет единственный экстремум (максимум), и его легко найти, приравняв производную 

функции к нулю 0
*)(


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fdA
. В итоге получаем: 
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 Кроме того, можем найти нижнюю Lf  (low cutoff) и верхнюю Hf  (high cutoff) частоты 

среза из условия 2/*)()()( HL fAfAfA  , то есть, частоты, при которых АЧХ имеет 

значения в 2  меньше, чем при резонансной частоте.  

Нижняя частота среза фильтра: 
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Верхняя частота среза фильтра: 
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 Кроме того, полоса пропускания фильтра (filter bandwidth): 

 

Гц.2002 CLHBW  ffff     (1.10) 
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 Для того чтобы найти переходную функцию )(th , являющуюся откликом полосового 

фильтра на единичный входной импульс )(1)(IN ttu  , необходимо рассмотреть 

соответствующее выходное напряжение )( pH  в комплексной форме. Учитывая, что 

)()()( INOUT pUpWpU  , а ppU 1)(IN  , получаем: 
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 Тогда, выполняя обратное преобразование Лапласа, и, обозначив 
RC

1
β  , получаем: 

.β)( βtteth        (1.12) 

 

 Переходная функция )(th  позволяет рассчитать выходной сигнал для любого 

входного сигнала, используя тождество )()()( INOUT pUppHpU   в комплексной форме, из 

которого следуют две формы интеграла Дюамеля: 
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 Так, например, для входного синусоидального сигнала )sin()(IN  wttu , функция 

выходного сигнала выглядит следующим образом: 
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 Особо отметим, что при достаточно большом времени βt , множитель 0β  te , и 

выходной сигнал превращается также в синусоидальное колебание, масштабированное по 

амплитуде в )(wA  раз и сдвинутое по фазе на )(w  относительно входного колебания: 
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1.1.2. Задание на математическое моделирование полосового фильтра в среде Maple 

 

1. Запустить среду математического моделирования Maple версии 15.00. 

2. Инициализировать среду и подключить модули интегральных преобразований и 

построения графиков следующими командами: 
> restart; with(plots): with(inttrans): 

3. Задать комплексную передаточную функцию фильтра. 
> W:= (p) -> (beta*p)/(p+beta)^2; 

4. Задать АЧХ и ФЧХ, как модуль и аргумент передаточной функции. 
> Amp:= (w) -> abs(W(I*w)); 

> Phase:= (w) -> argument(W(I*w)); 

5. Также задать АЧХ и ФЧХ по выведенным выше аналитическим формулам. 
> A:= (w) -> (w*beta)/(beta^2+w^2); 

> P:= (w) -> arctan((beta^2-w^2)/(2*beta*w)); 

6. Задать переходную функцию через обратное преобразование Лапласа H(p) = W(p) / p. 
> h:= (t) -> invlaplace(W(p)/p,p,t); 

7. Также задать переходную функцию по выведенной выше аналитической формуле. 
> hh:= (t) -> t*beta*exp(-beta*t); 

8. Задать входную синусоидальную функцию. 
> x:= (t) -> sin(psi*t+phi); 

9. Задать выходную функцию через интеграл Дюамеля. 
> y:= (mu) -> int(h(mu-tau)*diff(x(tau),tau),tau=0..mu) + h(mu)*x(0);  

10. Задать выходную функцию по выведенной выше аналитической формуле. 
> E:= (w) -> beta/sqrt(beta^2+w^2); Q:= (w) -> arctan(beta/w); 

> yy:= (t) -> A(psi)*sin(psi*t+phi+P(psi))-exp(-beta*t)*(t*beta*E(psi)* 

cos(phi+Q(psi))+A(psi)*sin(phi+P(psi))); 

11. Задать резонансную частоту фильтра fc и, соответственно, вычислить параметр β. 
> f[c]:= 100; beta:= 2*Pi*f[c];  

12. Задать круговую частоту и фазу для входного синусоидального колебания. 
> psi:= 2*Pi*100; phi:= 0; 

13. Построить график АЧХ, заданной как модуль передаточной функции. 
> semilogplot(Amp(2*Pi*f),f=1..f[c]^2,color=navy,numpoints=1000, 

thickness=2,legend="Amplitude-frequency characteristic"); 

14. Построить график АЧХ, заданной по аналитической формуле. 
> semilogplot(A(2*Pi*f),f=1..f[c]^2,color=maroon,numpoints=1000, 

thickness=2,legend="Amplitude-frequency characteristic"); 

15. Построить график ФЧХ, заданной как аргумент передаточной функции. 
> semilogplot((180/Pi)*Phase(2*Pi*f),f=1..f[c]^2,color=navy, 

numpoints=1000,thickness=2,legend="Phase-frequency characteristic"); 

16. Построить график ФЧХ, заданной по аналитической формуле. 
> semilogplot((180/Pi)*P(2*Pi*f),f=1..f[c]^2,color=maroon, 

numpoints=1000,thickness=2,legend="Amplitude-frequency characteristic"); 

17. Построить графики единичного входного импульса и выходного отклика по 

переходной функции, заданной через обратное преобразование Лапласа. 
> plot([Heaviside(t),h(t)],t=0..0.05,color=[green,navy],numpoints=1000, 

thickness=[2,2],legend=["Heaviside input","Response output"]); 

18. Построить графики единичного входного импульса и выходного отклика по 

переходной функции, заданной по аналитической формуле. 
> plot([Heaviside(t),hh(t)],t=0..0.05,color=[green,maroon],numpoints=1000, 

thickness=[2,2],legend=["Heaviside input","Response output"]); 

19. Построить графики входного синусоидального колебания и выходной функции, 

заданной через интеграл Дюамеля. 
> plot([x(t),y(t)],t=0..0.05,color=[green,navy],numpoints=1000, 

thickness=[2,2],legend=["Harmonic input","Response output"]); 

20. Построить графики входного синусоидального колебания и выходной функции, 

заданной по аналитической формуле. 
> plot([x(t),yy(t)],t=0..0.05,color=[green,maroon],numpoints=1000, 

thickness=[2,2],legend=["Harmonic input","Response output"]); 
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Рис. 1.2. График функции амплитудно-частотной характеристики. 

 

 
 

Рис. 1.3. График функции фазово-частотной характеристики. 
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Рис. 1.4. Графики входной единичной функции и  

рассчитанной выходной переходной функции. 
 

 
 

Рис. 1.5. Графики входной синусоидальной функции и 

рассчитанной выходной функции на резонансной частоте. 
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1.2. Математическое и имитационное моделирование асимметричного 
мультивибратора на базе операционного усилителя 

 
Рассмотрим моделирование асимметричного мультивибратора, построенного на базе 

операционного усилителя (рис. 2.1), в том числе теоретическое исследование с выводом 

аналитических формул для расчета временных характеристик мультивибратора, 

математическое моделирование мультивибратора в среде Maple. 

 
1.2.1. Теоретическое исследование мультивибратора и расчет характеристик 

 

 
Рис. 2.1. Схема электрическая принципиальная асимметричного мультивибратора. 

 

 В силу положительной обратной связи схема имеет два устойчивых состояния с 

напряжениями на выходе операционного усилителя 
 SATOUT UU  и 

 SATOUT UU . Схема 

переключается, когда напряжение на конденсаторе CU  достигает пороговых напряжений  


THU  и 

THU . Если напряжение на конденсаторе находится между двумя пороговыми 

значениями, то схема сохраняет текущее состояние.  

Соответственно, граф состояний мультивибратора представлен на рис. 2.2. 

 
Рис. 2.2. Граф состояний асимметричного мультивибратора. 

 Где, 0SAT U  и 0SAT 
U , максимальное по модулю положительное и отрицательное 

выходное напряжение операционного усилителя.  
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Соответственно, пороговые напряжения переключения также определяются этими 

напряжениями и параметрами резисторного делителя в положительной обратной связи: 
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 При включении схемы напряжение на конденсаторе равно нулю и в зависимости от 

того, в каком состоянии окажется схема в начальный момент времени, он будет заряжаться в 

сторону либо положительного, либо отрицательного напряжения. Для определенности будем 

считать, что схема в начальный момент времени оказывается в состоянии 

SATU . 

 Закон изменения напряжения на конденсаторе описывается дифференциальным 

уравнением. Учтем, что в состоянии 
 SATOUT UU , напряжение на выходе больше 

напряжения на конденсаторе, открыт диод D1 и ток течет через резистор R1, а в состоянии

 SATOUT UU , напряжение на выходе меньше напряжения на конденсаторе, открыт диод D2 и 

ток течет через резистор R2. Учтем также, что на диодах имеет место быть падение 

напряжения, равное FDU , и в состоянии 
 SATOUT UU  на R1C-цепочку действует постоянное 

входное напряжение FDSATIN UUU  , а в состоянии 
 SATOUT UU  на R2C-цепочку действует 

постоянное входное напряжение FDSATIN UUU  .  

С учетом вышесказанного имеем: 












.,

;,
;)(

)(

FDSATIN2

FDSATIN1
INC

C

UUURR

UUURR
UtU

dt

tdU
RC   (2.2) 

Решение дифференциального уравнения дает: 










 

.,

;,
;))0(()(

FDSATIN2

FDSATIN1)/(

CININC

UUURR

UUURR
eUUUtU RCt

 (2.3) 

Тогда, если при включении схемы, она оказывается в состоянии
 SATOUT UU , то 

конденсатор начинает заряжаться с напряжения 0)0(C U  до положительного порогового 

напряжения 
THU  через резистор R1 по закону: 

.1)(
)

1
/(

FDSATC

CRt
eUUtU







      (2.4) 

 Соответственно, из порогового условия для напряжений 


TH0C )( UU   находим время 

«первоначального» заряда конденсатора: 

.
)(

1ln

FD43SAT3

SAT4

10 


















URRUR

UR
CR     (2.5) 

Далее схема оказывается в состоянии 
 SATOUT UU , и конденсатор начинает 

разряжаться от напряжения 
 THC )0( UU  до отрицательного порогового напряжения 

THU  

через резистор R2 по закону: 

.)(
)

2
/(

THFDSATFDSATC

CRt
eUUUUUtU









 




 





    (2.6) 
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Из порогового условия 


THC )( UU   находим время разряда конденсатора: 

.
)(

1ln

FD43SAT3

SATSAT4

2


























 



URRUR

UUR

CR     (2.7) 

 Далее схема оказывается в состоянии
 SATOUT UU , и конденсатор начинает заряжаться 

от напряжения 
 THC )0( UU  до положительного порогового напряжения 

THU  через резистор 

R1 по закону: 

.)(
)

1
/(

THFDSATFDSATC

CRt
eUUUUUtU









 




 





    (2.8) 

 Из порогового условия 


THC )( UU   находим время заряда конденсатора: 

.
)(

1ln

FD43SAT3

SATSAT4

1


























 



URRUR

UUR

CR     (2.9) 

 После этого повторяется разряд, а затем заряд конденсатора и так далее. 

 

Если, упрощенно считать максимальные выходные напряжения  равными по модулю 

и противоположными по знаку, то обозначив  SATSATSAT UUU , формулы для расчета 

временных параметров можно немного упростить: 

.

)(

1ln

FD43SAT3

SAT4

10


















URRUR

UR
CR     (2.10) 

.

)(

2
1ln

FD43SAT3

SAT4

2


















URRUR

UR
CR     (2.11) 

.

)(

2
1ln

FD43SAT3

SAT4

1


















URRUR

UR
CR     (2.12) 

  

Тогда, период колебаний можно определить по формуле: 

.

)(

2
1ln)(

FD43SAT3

SAT4

21
















 

URRUR

UR
CRRT     (2.13) 

 

 Соответственно, скважность импульсов можно определить по формуле: 

.1/
1

2

R

R
TQ        (2.14) 

 Типовое напряжение питание для ОУ составляет: ±15 В. Максимальное выходное 

напряжение по модулю при таком напряжении питания для ОУ UA741 составляет 

B1,14SAT U . Соответственно, В14,1SAT U  и В14,1SAT U . 

Что касается, падения напряжения на диодах, поскольку резисторы R1 и R2 имеют 

большие значения, то через диоды протекают достаточно маленькие токи, при которых 

падение напряжения на них минимально, и для диодов 1N4001 составляет B4,0FD U . 
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Тогда, с учетом этого, а также заданных на схеме значений сопротивлений резисторов 

кОм1601 R , кОм3202 R , кОм1603 R , кОм9104 R  и емкости конденсатора нф10C

, мы можем рассчитать временные параметры. 

Время «первоначального» заряда конденсатора: 

.мс3,3
4,0)(1,14

1,14
1ln

433

4
10 
















RRR

R
CR  

Время последующих разрядов конденсатора: 

мс.6,8
4,0)(1,14

1,142
1ln

433

4
2 
















RRR

R
CR  

Время последующих зарядов конденсатора: 

.мс3,4
4,0)(1,14

1,142
1ln

433

4
1 
















RRR

R
CR  

 Соответственно, период колебаний: 

.мс9,12  T  

Скважность импульсов: 

.3/  TQ  

 
1.2.2. Задание на математическое моделирование мультивибратора в среде Maple 

 

1. Запустить среду математического моделирования Maple версии 15.00. 

2. Инициализировать среду и подключить модуль с базовым набором математических 

инструментов для студентов инженерных специальностей следующими командами: 
> restart: with(student): 

3. Задать закон изменения напряжения на конденсаторе как функцию времени и 4 

параметров (сопротивление резистора R, емкость конденсатора C, входное 

напряжение INU  и начальное напряжение на конденсаторе )0(CU ): 

> U[CAP]:= (t,R,C,UIN,UC0) -> UIN-(UIN-UC0)*exp(-t/(R*C));  

4. Задать исходные параметры для схемы мультивибратора (сопротивление резисторов 

R1, R2, R3, R4, емкость конденсатора C1, напряжения насыщения выхода 

операционного усилителя SATU  и падение напряжение на диодах FDU ): 

> R1:=160000; R2:=320000; R3:=160000; R4:=910000; C1:=10e-9;  

  U[SAT]:= 14.1; U[TH]:= (U[SAT]*R4)/(R3+R4); U[FD]:= 0.4; 

5. Рассчитать время «первоначального» заряда конденсатора 


0 , решая уравнение: 

> tau[0]:=solve(U[CAP](t,R1,C1,U[SAT]-U[FD],0)=U[TH],t); 

6. Рассчитать время последующих разрядов конденсатора 
 , решая уравнение: 

> tau[n]:=solve(U[CAP](t,R2,C1,-U[SAT]+U[FD],U[TH])=-U[TH],t); 

7. Рассчитать время последующих зарядов конденсатора 
 , решая уравнение: 

> tau[p]:=solve(U[CAP](t,R1,C1,U[SAT]-U[FD],-U[TH])=U[TH],t); 

8. Рассчитать временные метки для моделирования работы мультивибратора на четырех 

отрезках времени (первоначальный заряд, разряд, заряд и разряд конденсатора): 
> t1:= tau[0]; t2:= t1 + tau[n]; t3:= t2 + tau[p]; t4:= t3 + tau[n]; 

9. Сформировать функцию выходного напряжения по 4 отрезкам, используя функцию 

Хэвисайда и заданное напряжение насыщения выхода операционного усилителя: 
> U[OUT]:= (t) -> U[SAT]*(Heaviside(t)-Heaviside(t-t1)) 

-U[SAT]*(Heaviside(t-t1)-Heaviside(t-t2)) 

+U[SAT]*(Heaviside(t-t2)-Heaviside(t-t3)) 

-U[SAT]*(Heaviside(t-t3)-Heaviside(t-t4)): 
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10. Сформировать функцию напряжения на конденсаторе по 4 отрезкам, используя 

функцию Хэвисайда и заданный закон изменения напряжения на конденсаторе: 
> U[COND]:= (t) -> U[CAP](t,R1,C1,U[SAT]-U[FD],0) 

*(Heaviside(t)-Heaviside(t-t1)) 

+U[CAP](t-t1,R2,C1,-U[SAT]+U[FD],U[TH]) 

*(Heaviside(t-t1)-Heaviside(t-t2)) 

+U[CAP](t-t2,R1,C1,U[SAT]-U[FD],-U[TH]) 

*(Heaviside(t-t2)-Heaviside(t-t3)) 

+U[CAP](t-t3,R2,C1,-U[SAT]+U[FD],U[TH]) 

*(Heaviside(t-t3)-Heaviside(t-t4)): 

11. Построить графики сформированных функций выходного напряжения и напряжения 

на конденсаторе, совместив их для наглядности на одном рисунке: 
> plot([U[COND](t),U[OUT](t)],t=0..t4,color=[blue,red]); 

 

 
 

Рис. 2.3. Графики выходного напряжения и напряжения на конденсаторе. 
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2. Математическое моделирование задач теории надежности 
 

2.1. Расчет показателей надежности дублированных восстанавливаемых 
систем на базе программирования расчетных формул в среде Maple 
 
2.1.1.Теоретическое описание моделей надежности дублированных систем 

 

Задана дублированная система с двумя идентичными элементами с интенсивностями 

отказов λ и восстановления μ с экспоненциальными законами распределения времени 

отказов и времени восстановлений. Тогда, марковская цепь и математическая модель для 

расчета вероятностей всех состояний  системы: 

0* 1

λ0 λ1

μ1 μ2

2

 
Рис. 3.1. Исходная цепь Маркова для дублированной системы. 



























).(μ)(λ
)(

);(μ)()λμ()(λ
)(

);(μ)(λ
)(

;1)()()(

;0)0(;0)0(;1)0(

2211
2

2211100
1

1100

0

210

210

tPtP
dt

tdP

tPtPtP
dt

tdP

tPtP
dt

tdP

tPtPtP

PPP

   (3.1) 

Состояние 0 – оба элемента работоспособны, состояние 1 – один из элементов 

неработоспособен, состояние 2 – оба элемента неработоспособны. 

 

1) При нагруженном резервировании и неограниченном ремонте:  









μ.2μμ;μ

λ;λλ;2λ

21

10

 
 

2) При нагруженном резервировании и одной ремонтной бригаде:  









μ.μμ;μ

λ;λλ;2λ

21

10

 
 

3) При ненагруженном резервировании и неограниченном ремонте: 









μ.2μμ;μ

λ;λλ;λ

21

10

 
 

4) При ненагруженном резервировании и одной ремонтной бригаде: 









μ.μμ;μ

λ;λλ;λ

21

10
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Общее решение системы в виде функции вероятностей состояний системы: 





































































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
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


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
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β
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)(
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2

2110
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22

22α

2

10
2

22

22

0

2

2022

2

20α

2

20
1

22

22

0

2

12022

2

120α

2

21
0

t
tetP

t
tetP

t
tetP

t

t

t

(3.2)

 

Стационарные значения вероятностей состояний системы: 



















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

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)(

102021
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2
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20
1
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21
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P

P

P

     (3.3) 

 

Граф и математическая модель для расчета среднего времени перехода 0 → 2:

 

0* 1

λ0

λ1

μ1

2

 
Рис. 3.2. Редуцированная цепь Маркова для расчета среднего времени перехода 0 → 2. 
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    (3.4)

 

Вероятность безотказной работы (нахождения в состояниях 0 или 1) системы в 

течение заданного интервала времени при начальном состоянии 0: 

.μλλ2θ

;
λλθ

)λλθ(shθ
)λλθ(ch)()()(

110

10

2

10

2

10

2θ

10U0




















 

t
tetPtPtP t

 (3.5) 

 

Среднее время наработки системы до первого отказа (время перехода 0 → 2): 

.
λλ

λλμ)(

λλ

λμ)(

λλ

λλμ
))(1(

)(
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0
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0
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
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 
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dt

tdP
dttPdt

dt

tdP
tT  (3.6)
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Граф и математическая модель для расчета среднего времени перехода 1 → 2: 

0 1*

λ0

λ1

μ1

2

 
Рис. 3.3. Редуцированная цепь Маркова для расчета среднего времени перехода 1 → 2. 
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    (3.7) 

Вероятность безотказной работы (нахождения в состояниях 0 или 1) системы в 

течение заданного интервала времени при начальном состоянии 1: 
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t
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 (3.8) 

Среднее время наработки системы на отказ (время перехода 1 → 2): 
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tT  (3.9) 

 

Граф и математическая модель для расчета среднего времени перехода 2 → 1:

 
1 2*

μ2
 

Рис. 3.4. Редуцированная цепь Маркова для расчета среднего времени перехода 2 → 1. 
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Вероятность безуспешного ремонта (нахождения в состоянии 2) системы в течение 

заданного интервала времени при начальном состоянии 2: 

.)()( 2μ

2D2

t
etPtP


      (3.11) 

Среднее время восстановления (время перехода 2 → 1) системы: 
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Нестационарный коэффициент готовности системы: 
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 (3.13) 

Стационарный коэффициент готовности системы: 
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 Коэффициент оперативной готовности системы в течение заданного интервала, 

начиная с заданного момента времени: 

.)()()()(),( U11U00 tPtPtPtPttR     (3.15) 

 
2.1.2. Задание на программирование расчетных формул и выполнение расчетов 
показателей надежности дублированной системы 

 

 Для заданной интенсивности отказов λ = 0,002 час
-1

 и восстановления μ = 0,008 час
-1

  

элементов дублированной системы, запрограммировать в Maple и осуществить расчет: 

 Вероятностей состояний и коэффициента готовности в момент времени t = 100.  

 Стационарные вероятности состояний и стационарный коэффициент готовности. 

 Вероятность безотказной работы системы в течение интервала Δt = 20 часов при 

начальном состоянии 0. 

 Среднее время наработки до первого отказа.  

 Среднее время наработки на отказ. 

 Среднее время восстановления. 

 Коэффициент оперативной готовности с t = 100 часов и в течение Δt = 20 часов. 

Выполнить расчета вышеуказанных показателей надежности для четырех случаев 

дублированных систем: 

1) При нагруженном резервировании и неограниченном ремонте.  

2) При нагруженном резервировании и одной ремонтной бригаде.  

3) При ненагруженном резервировании и неограниченном ремонте. 

4) При ненагруженном резервировании и одной ремонтной бригаде. 
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2.2. Расчет средней наработки до первого отказа системы на базе 
математического моделирования цепи Маркова гибели и размножения 

 
2.2.1. Теоретическое описание методов расчета средней наработки до первого отказа 
системы на базе моделирования цепи Маркова гибели и размножения 

 

Задана система, описываемая цепью Маркова гибели и размножения, с s состояниями, 

с начальным состоянием 0. Состояния с 0 по s – 1 отражают работоспособные состояния. 

Состояние s – неработоспособное. 

0 1

λ0 λ1

μ1 μ2

s

λs–1

s–1

λs–2

μs–1 μs  
Рис. 4.1. Исходная цепь Маркова гибели и размножения. 

 1) Традиционный метод расчета среднего времени наработки до первого отказа 

базируется на основе составления и решения системы уравнений Колмогорова-Чепмена для 

преобразованной цепи Маркова, в которой удалены все переходы, ведущие из 

неработоспособных состояний в работоспособные.  

В нашем случае среднее время наработки до первого отказа – это есть среднее время 

перехода из состояния 0 в состояние s, при начальном состоянии 0. Далее, мы в исходной 

цепи Маркова удаляем переход, ведущий из состояния s в состояние s – 1, и получаем 

следующую редуцированную цепь Маркова: 

0 1

λ0 λ1

μ1 μ2

s
λs–1

s–1

λs–2

μs–1  
Рис. 4.2. Редуцированная цепь Маркова гибели и размножения. 

 Далее составляем систему уравнений Колмогорова-Чепмена: 
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   (4.1) 

 Соответственно, среднее время наработки до первого отказа определяется как среднее 

время пребывания системы в работоспособных состояниях при начальном состоянии 0.  





0

FF .))(1( dttPT s      (4.2) 

 Система дифференциальных уравнений может быть решена аналитически при s ≤ 2. 

При s > 2 приходится применять численные методы решения систем 

дифференциальных уравнений. При этом вычисление средней наработки до первого отказа 

осуществляют одновременно с решением системы дифференциальных уравнений.  
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Для этого в систему уравнений вводят дополнительную неизвестную функцию M(t), 

такую что: )(1
)(

tP
dt

tdM
s , и с начальным значением M(0) = 0. Тогда, очевидно, что 

).(limFF tMT
t 

  Соответственно, расчет TFF сводится к нахождению численным методом 

значения неизвестной функции M(t) при t  из системы дифференциальных уравнений: 
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  (4.3) 

 

).(limFF tMT
t 

            (4.4) 

 2) Исходная задача может быть значительно упрощена, если использовать 

операторный метод решения системы дифференциальных уравнений. В результате 

применения преобразования Лапласа для нашего примера получаем следующую систему 

алгебраических уравнений: 
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 Соответственно, формула расчета среднего времени наработки до первого отказа 

приобретает вид: 
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 Таким образом, задача расчета TFF сводится к алгебраическому (аналитическому) 

решению системы уравнений и нахождению функции Ys(p) с последующим вычислением 

вышеприведенного предела при 0p . 

 3) Наконец, наиболее эффективный метод решения – специальное топологическое 

преобразование исходной цепи Маркова с использованием фиктивных состояний и 

переходов такое, что среднее время наработки на отказ для преобразованной цепи было 

равно среднему времени наработки до первого отказа исходной цепи Маркова.  

Тогда можно будет применить топологический метод нахождения среднего времени 

наработки на отказ для преобразованной цепи Маркова на базе расчета ее стационарного 

решения для нее при t , и, тем самым, исходная задача будет решена. 

 В нашем примере исходная цепь гибели и размножения преобразуется следующим 

образом путем удаления перехода из состояния s в состояние s – 1, и введения фиктивного 

перехода из состояния s в 0, и ее средняя наработки на отказ будет равная средней наработки 

до первого отказа исходной цепи: 
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δ

 
Рис. 4.3. Преобразованная цепь Маркова гибели и размножения. 

 Соответственно, стационарная система уравнений Колмогорова-Чепмена при t : 
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 Соответственно, в соответствии с топологическим методом формула расчета средней 

наработки до первого  отказа, которая совпадает со средней наработкой на отказ системы для 

преобразованной цепи Маркова, имеет следующий вид: 
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4) Также существует аналитическая формула для расчета среднего времени наработки 

до первого отказа для цепи Маркова гибели и размножения для произвольного s > 0. 
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     (4.9) 

 
2.2.2. Задание на программирование методов расчета средней наработки до первого 
отказа системы на базе моделирований цепи Маркова гибели и размножения 

 

 1) Используя математическое программное обеспечение Maple необходимо 

запрограммировать процедуры нахождения среднего времени наработки до первого отказа 

системы вышеперечисленными тремя методами для произвольно задаваемого параметра s > 

0 и задаваемых интенсивностей переходов 0λ j  и 0μ j : 

 Традиционный метод решения на базе численного решения системы 

дифференциальных уравнений (4.3) при t , и вычисления TFF по формуле 4.4. 

 Операторный метод решения на базе алгебраического вывода неизвестной 

функции из системы уравнений (4.5) и вычисление TFF по формуле 4.6. 

 Топологический метод на базе решения стационарной системы алгебраических 

уравнений численным методом (4.7) и вычисление TFF по формуле 4.8. 

2) Для различных значений параметра s = 2…30 и при заданных интенсивностях 

10),37/(1λ  sjjj  , 11),59/(1μ  sjjj   и 1δ   вычислить значения TFF всеми 

тремя способами и убедиться в том, что они равны (или максимально близки) между собой и 

совпадают со значением, которое можно рассчитать по аналитической формуле 4.9.  

3) Для указанных выше исходных данных предусмотреть в программе замер времени 

расчета среднего времени наработки до первого отказа каждым из трех методов, и 

выполнить по 50-100 замеров для каждого из трех методов при значениях s = 5, 10, 15, 20, 25 

и 30. Далее вычислить усредненное значение времени решения для каждого из трех методов 

при указанных значениях s. 

Построить графики в MS Excel зависимости времени расчета от s для каждого из трех 

методов. Все три графика совместить на одной рисунке.  
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